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1. Tjuringa Masinas
1.1. Variacijas

Var but 3 veida uzdevumi: stavoklu, tekstuals,

vairaklensu.

i Ceréa-Tjuringa teze

Viss, ko var intuitivi saukt par ,algoritmu®
vai ,efektivu proceduru®, var tikt izpildits ar
Tjuringa masinu. Ta nav pieradama teorema,

bet gan skaitloSanas modela definicija, kurai

Iidz Sim nav atrasts pretpiemers.

1.1.1. Viena lente

(qg,a) = (¢’,d’,d) — stavokli g redzot a, ieraksta

a’ un iet virziena d (+ vai —).

1.1.2. Divas (vai vairakas fiksetas)
lentes

(¢,a1,a3) = (q',by,by,dy,dy) — ay, by, dy pirmai

lentei un a,, by, dy otrai lentei. Svariga atskiriba

ir ka vairaklensu TM papildus <— un — virzieniem

ir | (stavesana uz vietas).”

1.1.3. Stavesana uz vietas

Nosimulet stavesanu uz vietas jeb d = 0 var Sadi:

o (¢,a) = (Guews @', —)

* (Quew> a/b/c/ %) = (Guew a/b/c/ *, )

1.1.4. Modelis, ko pamata izmanto
saja kursa!

éaja kursa fokusejas uz TM, kas ir:

1) Vienas lentes (skat. 1.1.1);

\V)

Bezgaliga viena virziena — pa labi;

w

Pirmais simbols ir tuksais simbols (_);

[SA N

Pec ievades ir bezgaligs tuksu simbolu skaits;

(=2}

)
)
) Péc pirma simbola ir ievade;
)
)

Sak uz pirma ievades simbola (viens péc pirma
tukSuma).

1.2. Risinajuma shema

1) Izdomat, ka aizstajot simbolus ar = var

parbaudit virknes deribu.

“Derigs ar uzdevumiem, kur palidz kopésana/

salidzinasana.

2) Atcereties par secibu — aiz a var sekot tikai b/c,
aiz b var sekot tikai c, utt.

3) Doties katra no virzieniem var doties ar1 lidz
galam jeb tukSumam _.

4) Vairaklensu TM parraksta pirmo dalu lidz #

uz otras lentes un salidzina.

Tas ir biezi sastopamais formats, bet var gadities
arl cits.

1.3. Piemers (a™b"c", kur n > 0)

Vai ieejas virkne a”b™c™, kur n > 0

(q1,a) = (ga, %, —)

(q1,0/¢) = Gy

(g1, %) = (q1,%,—)

(

ql?—) - Qace

(g2, a) = (g2, @, —)
(g2:0) = (g5, %, —)
(g2,¢) = rej
(G2s %) = (g2, %, —)
(q2,_) = e
(93,a) = Gy
(g5:0) = (g3,b, =)
(g5:¢) = (qqs %, <)
(g5:%) = (g3, %, =)
(q3,_) — Grej

(Q47 a/b/c/ *) — (Q4, a/b/c/ *, <_>
<Q47—) - (C.Il?_a _>)
1.4. Piemers (vai virkne atkart. pec

#)
Vai ieejas virkne z#x, kur « € {0,1}*
(q1707_> — (q170707%7_>)
(ql’ 17—) - (QD 17 17 7, _>)
(Q17#7_> — <Q27#7_7i/7 <_>




<q27#71) — (QQ7#;17\L7 <_>
(Q27#70) — <Q27#;O,$7 <_>
(QQ,#7_) — <QB7#J_7_>7_>>

2. Sanumurejamiba

2.1. Definicija

e Bezgaligas kopas A, B ir vienada izmera, ja ir
bijekcija (1 : 1 attieciba) F': A — B.

e A ir sanumurejama ar atkartojumiem, ja ir
attelojums F : N — A, kas par katru a € A

attelo vismaz vienu z € N.

I  Teorema

A ir sanumurejama ar atkartojumiem tad un

tikai tad, ja A ir sanumurejama.

2.2. Sanumeratibas pieradijums

e Kopa ir sanumurejama, ja taja eksiste

bijekcija starp kopas elementiem un naturaliem

skaitliem. Citos vardos sakot, katram kopas
elementam var pieskirt unikalu naturalu
skaitli.

e Ja kopa ir galiga, ta ir triviali sanumurejama,
jo katram elementam var pieskirt unikalu
naturalu skaitli.

o Ja kopa ir bezgaliga (ar ko biezi vien

darbojamies), janem vera divi varianti:

— Ja var izveidot bijekciju starp kopu un
naturaliem skaitliem, tad japierada, ka
bijekcija pastav — Var skaidri definet

funkciju, kas katram kopas elementam

pieskir unikalu naturalu skaitli un paradit,

ka ta apvieno visus elementus bez
dublesanas.

— Ja nevar atrast bijekciju starp kopu un
naturaliem skaitliem, tad japierada, ka

bijekcija nepastav. Parasti tas tiek darits,

izmantojot pieradisanas tehnikas, piemeram,

diagonalinaciju vai pretrunu (sk. 2.2.2,
2.2.3).
e Ja izdodas pieradit, ka start kopu un

naturaliem skaitliem nav bijekcijas, tad kopa
ir nesaskaitama.
2.2.1. Algoritmiska sanumuretiba
(par sanumeratibu)
e Kopa A ir sanumurejama, ja A = {xy, 2y, ...}
e Kopa A ir algoritmiski sanumuréjama, ja ir
Tjuringa masina, kas izdod virkni z,z,, ...,
kurai A = {z,z,,...}
Divu lensu TM, kur viena ir klasiska darba
lente (DL) un otra ir izvada lente (IL) (tikai
rakstisanai).
2.2.1.1. Piemers (akbk ] k > O) alg.
sanum.
Pamatot, ka kopa {a"b*|k >0} ir algoritmiski
sanumurejama.
1) Uzraksta uz izejas lentes tuksu vardu.
2) Uzraksta vienu a uz darba lentes.
3) Atkarto:
a) Uz ieejas lentes uzrakstam tikpat a, cik bija
uz DL
b) Uz izejas lentes uzrakstam tikpat b, cik a
bija uz DL
c) Uz izejas lentes uzrakstam _;
d) Uz darba lentes pierakstam klat vienu a.

4) Izejas lente = ¢, ab, aabb, aaabbb, ...
2.2.1.2. Piemers (atkart. pec # ir

sanum.?)
{z#zx|x € {a,b}*} ir

algoritmiski sanumurejama.

Pamatot, ka kopa



1) Uz darba lentes iet cauri visiem z (Seit butu

japarada/japaskaidro, ka to izdara).

) Katram z uz izejas lentes uzraksta x#x.

3) Uz izejas lentes uzraksta #._.

) Uz darba lentes uzraksta a.

) Atkarto:

a) Parraksta darba lentes saturu z uz izejas
lenti;

b) Uzraksta # uz IL, velreiz parraksta = uz
IL, uzrakstam _ uz IL.

¢) Uz DL nomaina z pret nakoso vardu.

2.2.2. Diagonalinacija (pret

sanumurejamibu)

Ir saraksts (pienem, ka ir iegiits saraksts) vai

uzskaitijums ar visiem kopas elementiem un

tiek konstruets jauns elements, kas neatrodas

Saja saraksta. Tas demonstre, ka kopa ir

nesanumurejama, jo vienmer var izveidot jaunu

elementu, kas nav ieklauts uzskaite (piemeram,

realos skaitlos).

2.2.3. Pretruna (pret

sanumurejamibu)
Pienem, ka kopa ir saskaitama un tad rodas
pretruna. To var izdarit, paradot, ka kaut kadas
kopas 1pasibas vai kardinalitate ir pretruna ar
sanumurejamibas pienemumau.

2.3. Piemers (Z sanumuretiba)

Vai visu veselo skaitlu kopa 7 =

{...,—1,0,1,...} ir sanumurejama? Vai ir F':
{F(1),F(2),...,F(n),..} =77
F(n) =%, ja para un — "T_l ja nepara.

Sakuma tiek ieguta nulle.

Iterejot par n:

1) Funkcijas vertibas skaitla modulis palielinas
par 1, tiek ieguts pozitivais skaitlis;

2) Tiek ieguts negativais skaitlis;

F(1)=0,F(2)=1,F(3)=—1,F(4)=2,F(5) =

—2...

Injekcija: ja F(ny) = F(n,) no formulas seko, ka
ny = Ny.
Surjekcija: katram z € Z eksiste n € N, ka F'(n) =
z.
3. Redukcijas
3.1. Definicija
e A < B, jair ar Tjuringa masiu izrekinams
parveidojums
— R: (iecjas dati A) — (ieejas dati B),
— B(R(z)) = A(x).
Ja A < B — ja var atrisinat B, tad var atrisinat

A. A ir reducejuma par B.

Ja A< BANA> B, tad A un B ir ekvivalentas.

3.2. Piemers (var vai nevar reducet)

? Uzdevums

Dota problema HALTING,(M,z,y) =1,
kur Tjuringa masina M apstajas vismaz uz
vienas no ievadem x vai y. Pieradit, ka to
var vai nevar reducet uz HALTING, tas ir

paradit (HALTING 2 < HALTING).

Lai pieraditu, ka problemu HALTING, (M, z,y)

var noreducet uz HALTING, mums japarada, ka

varam konstruet Tjuringa masinu, kas atrisina

HALTING,, izmantojot HALTING ka atrisinatu

problemu (jeb ka apaksprogrammu).

Pienemsim, ka mums ir Tjuringa masia H, kas

atrisina HALTING problemu. Konstruesim jaunu

Tjuringa masimu H,, kas atrisina HALTING,

problemu:

Tjuringa masina H, darbojas sekojosi:

e Doti ievades dati M, z un y.

o Palaiz H ar ievaddatiem (M, x).

o Ja H akcepte (M, x), apstajas un akcepte.

o Ja H noraida (M, z), palaiz H ar ievaddatiem
(M,y).

o Ja H akcepte (M,y), apstajas un akcepte.

o Ja H noraida (M,y), apstajas un noraida.



Konstruejot H, Sada veida, mes simulejam H

darbibu uz abam ievadem z un y:

o Ja H akcepte (M,z) vai (M,y), H, akceptes
un apstasies.

e Ja H noraida gan (M,z), gan (M,y), H,
noraidis un apstasies.

Talakais teksts nav obligats risinajuma.

Redukcijas analize:

o Ja HALTING,(M,z,y) =1, tas nozime, ka
Tjuringa masima M apstajas vismaz uz vienas
no ievadem x vai y. Sajé gadijuma H, art
apstasies un akceptes, jo ta veiksmigi simule
H wuz abam ievadem un akcepte, ja H
akcepte kadu no tam. Tadejadi HALTING,
tiek reduceta uz HALTING.

o Ja HALTING,(M,z,y) =0, tas nozime, ka
Tjuringa masima M neapstajas ne uz x, ne uz
y. Saja gadijuma HALTING, ar1 neapstasies
un noraidis, jo ta simule H uz abam ievadem
un noraida, ja H norada abas.

Tadejadi HALTING, tiek reduceta uz HALTING.

4. Neatrisinamas (non-decidable)

probléemas
4.1. Definicija

Neatrisinama problema ir problema ir problema,

kurai neeksiste TM, kas atrisinatu So problemu.

4.2. Funkcionalas 1pasibas

o F(M), M — Tjuringa maSinas programma;

e F var definet caur M atbildem uz dazadam
ieejas virknem x.

Piemeram:

e« ONE(M)=1,jadze: M(z)=1

o INFINITE(M) =1,ja 3%z : M(z)=1

Citiem vardiem, ja Vz:M,(z)= M,(x), tad

F(M,) = F(M,).

4.3. Nefunkcionalas 1pasibas

o A(M) =1, ja 3z : M apstajas pec < 17 soliem.

e B(M) =1, ja Tjuringa masma M ir stavoklis
q, kurs netiek sasniegts nevienai ieejas virknei

x.

Papildus  Tjuringa masmas  funkcionalam
aprakstam, mums ir papildus informacija par
masinu, par tas strukturu utt.

4.4. Raisa teorema

! Raisa teorema

Ja F nav triviala (ir M : F(M)=0un M’ :
F(M’")=1), tad F — neatrisinama.

Teorema ,pasaka“ mums prieksa, ka jebkuru

netrivialu funkcionalu 1pasibu nevar atrisinat.

4.5. Uzskaitijums

o HALTING(M#zx) =1, ja M apstajas, ja ieejas
virkne = .

o ACCEPTING(M#zx)=1, ja M wuz ieejas
virknes izdod atbildi 1.

o EQUAL-ANSWERS(M#zx#y) =1, ja M uz
ieejas virknem x un y izdod vienadas atbildes.

e ONE(M) =1, ja eksiste ieejas virkne z, uz
kuras M izdod atbildi 1.

o INFINITE(M) =1, ja eksiste bezgaligi
daudzas ieejas virknes x, uz kuram M izdod
atbildi 1.

o« EQUIV(M1,M2) =1, ja M,(z) = M,(x)

e PCP(S5,,5,) =1
problem), ja divam galibam kopam A =

(Post-correspondance

lay,ay,...;a,] un ,b,]  var

izveleties indeksu secibas = a;a...0y =
by biy...by. (ta lai konkatenacijas butu vienadas);
domino kaulini ar augsu un apaksu, ko saliekot
kopa, globalai augsai un apaksai jasakrit.

e MORTAL-MATRIX(S) = 1, vai no matricam
M, M,, ... izveidot

, M,  var sectbu  (ar

atkartojumiem), ka matricu reizinajums butu

0.



4.

1)

i Info

Ja var atrisinat ACCEPTING,
atrisinat art HALTING.

tad wvar

i Info

Ja var EQUAL-ANSWERS /
ONE / INFINITE / EQULV, tad var
atrisinat art ACCEPTING.

atrisinat

6. Pieradijums no redukcijas (Soli)
Skaidri define problemu, kuru velas pieradit ka
NP — noradot, kas ir deriga ievade un kadus
rezultatus programmai paredzets izvadit.
Pienem, ka eksiste algoritms vai TM, kas
spej atrisinat problemu visiem iespejamiem
ievaddatiem. ST pienemuma merkis ir radit
pretrunu.

Define citu problemu, kas var tikt noreduceta
lidz sakotnejai problemai. Tas nozime, ka, ja
var atrisinat sakotnejo problemu, var atrisinat

ar1 saistito problemu.

Izveido  transformacijas  vai  redukcijas
algoritmu, kas nem saistitas probléemas
instanci un parveido to par sakotnejas

problemas instanci. Sai redukcijai vajadzetu
saglabat atbildi uz saistito problemu.
Pierada, ka, ja sakotnejai problemai ir
risinajums, tad arl saistitajai problemai ir
risinajums. éaja soli parasti ir japierada,
ka redukcijas algoritms ir pareizs un pareizi
parveido instances.

Pierada, ka, ja saistitajai problemai ir
risinajums, tad art sakotnejai problemai ir
risinajums. Sis solis parasti ietver pieradijumu,
ka redukcijas algoritmu var atgriezt atpakal,
lai iegutu risinajumu sakotnejai problemai.
Apvieno iepriekSejos solus, lai paraditu, ka,

ja sakotnejai problemai ir risinajums, tad arl

saistitajai problemai ir risinajums. Seit jarodas

pretrunai.

4.7. Piemeri (prob. ir neatr)
4.7.1. HALTING < ACCEPTING

Teorema: Ja var atrisinat ACCEPTING, tad
var atrisinat art HALTING

Pieradijums: Attelojums R : M — M’ ar
pasibu HALTING (M #x) =
ACCEPTING(M'#x).

Tad HALTING(M#x) var atrisinat sekojosi:
izrekina M’ = R(M), izrekinam, vai
ACCEPTING (M’ #z).

M’ — programma, ko iegust no M, visur
aizstajot Gy ar gyec-

Ja M akcepteé/noraida, tad M’ akcepte (izdos
1).

Ja M neapstajas, M’ arl neapstajas.

4.7.2. ACCEPTING <

EQUAL-ANSWERS
Zinam: ACCEPTING nav atrisinama

Pieradam: Ja var atrisinat
EQUAL-ANSWERS, tad var atrisinat ar1
ACCEPTING.

Secinam: EQUAL-ANSWERS nevar atrisinat.
Dots: M, x

Jadefine: M’y :
EQUAL-ANSWERS(M'#x#y) =
ACCEPTING(M#x).

y — virkne no viena simbola s, kas nav varda
x.

Ja M’ redz simbolu s, M’ akcepte, citadi
darbina M.

M’ («s») =1, M’(x) = M(x), ja x nesatur s.
EQUAL-ANSWERS(M'#x#«s») =
ACCEPTING (M #x).

4.7.3. ACCEPTING < ONE

Pieradam: Ja var atrisinat ONE, tad var
atrisinat art ACCEPTING.
Dots: M, x



o Jadefine: M’ : ONE(M') =
ACCEPTING (M #z).

e M’: nodzes no lentes ieejas virkni y, uzraksta
x, palaiz M programmu.

o Jebkurai y, M’ (y) = M(x).

4.7.4. ACCEPTING < INFINITE

e Pieradam: Ja var atrisinat INFINITE, tad var

atrisinat art ACCEPTING.

e Dots: M, x

o Jadefine: M’ : INFINITE(M') =
ACCEPTING (M #z).

o Jebkurai y, M’ (y) = M(x).

o Ja M(z)=1, tad M'(y) =1 jebkurai y.

4.7.5. ACCEPTING < EQUIV

e Pieradam: Ja var atrisinat EQUIV, tad var
atrisinat art ACCEPTING.

e Dots: M, x

o Jadefine: M, M, : EQUIV(M,, M,) =
ACCEPTING (M #x).

o Ja M akcepte z, M, M, jabut ekvivalentam.

e Ja M neakcepte x, M, M, nav jabut
ekvivalentam.

e M,: nodzes ieejas virkni y, uzraksta z,
darbina M.

o M,: uzreiz pariet uz akceptejosi stavokli.

o Ja ACCEPTING(M#z) =1, tad M,(y) =1
visiem y.

Ta ka M,(y) = 1, tad EQUIV(M,, M,) = 1.

4.7.6. HALTING — pieradijums no

preteja

e Pienemsism, ka ir TM M, kas risina
HALTING.

e Define M’ sada veida:

— leejas dati: x.

Atrod x atbilstoso Tjuringa masimas

programmu M.

— Ja My (pyq) =1, tad caur universalo TM
darbina M uz z, izdod pretejo atbildi.

— Ja Myypq) =0, tad izdod 1.

Jebkuram x : M’ (x) # M(x), kur M — TM, kas

atbilst z.
4.7.7. ACCEPTING — pieradijums no
preteja
o Pienem, ka ACCEPTING ir atrisinama.
o M(x):
— Atrod ieejas virknei x atbilstoso M.
— Ja ACCEPTING(M,#z) =1, M izdod 0.
— Ja ACCEPTING(M,#z) =0, M izdod 1.
Jebkurai M;, bis @, kuram M (z) # M;,,.
4.7.8. AIM)=1,ja M - TM
programma un, darbinot M uz
tuksas ieejas virknes, ta
apstajas un izdod 1
Pienemsim, ka eksiste algoritms D problemai
A(M). D ir algoritms, kas spej noteikt, vai
Tjuringa masina M, apstajas un atgriez 1 ar
tuksu ievades virkni.
Tagad konstruesim jaunu TM, N:
1) Palaiz M ar tuksu ievades virkni.
2) Ja M apstajas un atgriez 1, N apstajas un
atgriez 1.
3) Ja M apstajas, bet neatgriez 1, N ieiet
bezgaliga cikla.
4) Ja M neapstajas, N apstajas un atgriez 0.
Dodot algoritmam D ievadi N notiks sekojosais:
e Ja D atgriez 1, tas nozime, ka M apstajas un
atgriez 1 ar tuksu ievades virkni (atbilstosi
A(M) definicijai). Saja gadijuma N apstasies
un atgriezis 1, un D bus devis pareizu atbildi.
e Ja D atgriez 0, tas nozime, ka vai nu M
neapstajas, vai M apstajas, bet neatgriez 1 ar
tuksu ievades virkni. Pirmaja gadijuma N
apstasies un atgriezis 0, kas atbilst D dotajai
atbildei. Tomer otraja gadijuma N ieies
bezgaliga cikla, un D bus devis nepareizu

atbildi.



Ta ka D uz N sniedz nepareizu atbildi viena no
gadijumiem, mes varam secinat, ka problema
A(M) ir NP. Tapec neeksiste algoritms, kas
spetu noteikt, vai dota Tjuringa masma apstajas
un atgriez 1 ar tuksu ievades virkni visam

iespejamam Tjuringa masmam.
I Kuka-Levina teorema

SAT
problem) ir NP-pilna.

problema  (Boolean satisfiability

i Info

SAT problema: dots Bula algebras izteikums,
vai ir iespéjams pieskirt mainigajiem vertibas
(patiess/aplams) ta, lai viss izteikums butu

patiess?

ST teoréma bija pirma, kas pieradija kadas
problemas NP-pilnibu. Pec tas, lai pieraditu, ka
cita problema L ir NP-pilna, pietiek paradit, ka
L € NP un ka SAT < L (vai jebkura cita zinama
NP-pilna probléma).p
4.8. Daleja atrisinamiba
o A — daleji atrisinama, ja ir Tjuringa masina
T:
- JaA(x)=1,tad T'(z) =1
— Ja A(z) =0, tad T'(z) = 0 vai T'(x)

neapstajas.
!  Teorema

A — daleji atrisinama tad un tikai tad, ja A

— algoritmiski sanumurejama.

Cits nosaukums dalejai atrisinamibai

ir  atpazistamiba (angl. recognizability /
recognizable).

4.8.1. Piemers (daleji neatrisinama)
Problema A, kurai neviena no A, A nav daleji

atrisinama?

o« EQUIV(M,,M,) =1, ja Vo : M,(z) = My(z).

« EQUIV(M;, My) =1, ja 3u: M, (x) # My(2).

5. Nekustigo punktu teorija

5.1. Nekustiga punkta teorema

Lai ¢, ir daleji defineta funkcija, ko aprekina

Tjuringa masima ar programmu z. Lai F':

¥* — ¥* ir jebkur§ visur definets aprekinams

parveidojums uz programmanm.

Tad: eksiste(z) : PP} = Pu

e (,: funkcija, ko aprekina programma x.

o [ jebkura visur defineta aprekinama funkcija
virknem (programmam).

o X*: visu galigo virknu kopa par alfabetu X.

5.2. NPT pielietoSanas piemers

»Pieradit, ka eksiste programma, kas pienem tikai

savu aprakstu.”

Definejam skaitlojamu F'(z) ar ievadi — aprakstu

x, kas parveido to uz programmu, kas darbojas

sekojosi:

1) Tegust masinas ievadi y;

2) Programmai ir pieejams programmas apraksts

;

3) Iet cauri simboliem no x un y lidz nonak lidz
tukSumam:

a) Ja simboli sakrit un simboli nav tukSumi,

iet talak.

b) Ja abi simboli ir tuksumi, akcepte.

c) Ja simboli nesakrit, apstajas un neakcepte.
F(z) ir vienmer izskaitlojama, jo ja mums ir
pieejama x programmas apraksts, ir iespejams
uzbuvet programmu, kas salidzina ar brivi

izvelamu ievadi .

Pec nekustiga punkta teoremas eksiste x, ka
PFr(z) = Pz-

1) Tatad eksiste tads z, ka z ir funkcionali

ekvivalenta F'(z).



2) Ta ka funkcijas F(x) rezultats ir ieprieks
aprakstita programma, = sakrit ar uzdevuma

prasito uzvedibu.

QED.
6. Sarezgitibas teorija
6.1. Lielais O un mazais o

Notacija, kas tiek izmantota, lai raksturotu

funkciju sarezgitibu asimptotiski.
6.1.1. Lielais-O (formala definicija)
f(n) € O(g(n)), ja:

3C > 0,3ng >0: (Vn>ny: f(n) <c-g(n))
ka funkcija f(n)

neparsniedz konstanti ¢ reizinatu g(n).

Tas nozime, asimptotiski

6.1.2. Mazais-o (formala definicija)
F(n) € olg(n)), ja

lim M =0

i+ g(n)
Tas nozime, ka funkcija f(n) klust nenozimiga
attieciba pret g(n), n tiecoties uz bezgalibu.

6.1.3. f(n) € O(¢g(n)) pamatojuma
triks

Ja ir pieradijums, ka f(n) € o(g(n)), tad

automatiski var secinat, ka f(n) € O(g(n)). Tikai

pozitivaja gadijuma! Jo mazais o ir stingraka

prasiba par lielo O.

6.1.4. Pamatojuma soli

o Ja funkcija pielidzinata lielajam O:

1) Salidzina funkcijas augstako pakapi ar doto
O pakapi.

2) Ja funkcijas pakape ir lielaka, tad

vienadojums bus patiess, jo funkcija aug
straujak.

3) Korektam risinajumam japamato kapec
definicijas nevienadiba ir patiesa visiem n >
n, un iespejams japarada piemera c.

e Ja funkcija pielidzinata mazajam o:
f(=@).

1) Jaievieto dotais robeza lim,_, FEE

2) Rezultats ir 0, patiess, citadi — nepatiess.
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6.1.5. Piemers (lielais-O)
ot 4 6n2 + 17 = O(n*)

Izteiksme ir patiesa, ta ka kreisas puses izteiksmes
augstaka pakape jeb karta ir 4 un ieks O ta ar1 ir
4.

6.1.6. Piemers (lielais-O)

2n* +6n% +17 ~ O(n3)

Izteiksme ir aplama, jo kreisaja puse augstaka
pakape ir 4, kamer labaja ir noradita 3, un 4
pakapes izteiksmi nevar izpildit O(n?).

6.1.7. Piemers (lielais-O)
4 17+ 4 € O(n?)

Ja, n3 +17n 4+ 4 < n3 + 1703 + 4n3 = 22n3.
6.1.8. Piemers (lielais-O)

n*+1m+4 é O(n?)

Nen?+17n+4>nt=n-n?
6.1.9. Piemers (mazais-o)
nlogn = o(n!'?)

(2)

Ir zinams, ka mazaja O notacijai, ja lim,_, ()

kur f(x) ir funkcija un g(x) ir o, tad vienadiba

izpildas. Ievietojot vertibas

1 4
lim 28 " _
n—oo

nl5
Tatad vienadojums ir patiess.
6.1.10. Piemers (mazais-o)
onn? = o(3™)
Pec tas pasas aprakstitas ipasibas, ka 6.1.9,
sanaktu

on 2
lim n

n—oo 3N

un ta ka 3" aug atrak ka 2™, §1 robeza bus 0 un

sakotnejais vienadojums bius patiess.



6.2. Sarezgitibas klases

6.2.1. Laiks (TIME)
TIME(f(n))

Tjuringa masma M, kas pareizi risina L un

problemas L, kuram eksiste

izmanto O(f(n)) solus.

6.2.1.1. TM darbibas laiks

1) Identificet galvenas operacijas vai solus, ko
Tjuringa masina veic katrai ievadei.

a) Tas varetu ietvert simbolu lasisanu no
lentes, simbolu rakstisanu lente, lentes
galvinas parvietoSanu, aprekinu veikSanu
vai lemumu pienemsanu, pamatojoties uz
pasreizejo stavokli un ievades simbolu.

Noteikt sliktaka gadijuma scenariju.

a) Analizet ievadi vai ievades secibu, kas
prasitu maksimalo solu skaitu, lai Tjuringa
masina pabeigtu savu aprekinu.

b) Apsvert ievades, kas maksimizeé iteraciju
skaitu vai liek masmai izpetit visas
iespejamas aprekinu zaru versijas.

Izteikt darbibas laiku atkariba no ievades

izmera.

a) Definet funkciju, kas attelo Tjuringa
masinas veikto solu vai pareju skaitu ka
funkciju no ievad izmera.

b) Piemeram, ja ievades izmers ir n, darbibas

laika funkciju varetu apzimet ka f(n).

4) Vienkarsot darbibas laika funkciju un izsakot
to, izmantojot liela O notaciju.
a) Liela O notacija nodroSina augsejo

robezu darbibas laika funkcijas pieauguma
atrumam, palielinoties ievaddatu izmeram.
Nonemt konstantes faktorus un zemakas
kartas loceklus no darbibas laika funkcijas,
lai koncentretos uz dominejoso locekli, kas
atspogulo pieauguma atrumu.

Izteikt vienkarsoto darbibas laika funkciju,

izmantojot O

piemeram, O(n), O(nlogn), O(n?), O(2") utt.

atbilstoso liela notaciju,
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6.2.1.2. Programmas darbibas laiks

Istam programmam rindinas var izpildities
atskiriga laika — tas ir atkarigs apaksprogrammu
izsaukumi, procesora operacijam. Tacu sSaja tas
tiek abstrahets un katra koda rindina tiek

uzskatita par vienu soli.

Lai atrastu koda izpildes laiku:
1) Noverte katras rindinas ,,globalo laiku“ — cik
ta izpildas nemot vera visus ciklus, izmantojot

summu funkcijas.

2) Noverte kados gadijumos ta izpildas, ja vispar
izpildas.
3) Izverte to kads gadijums (ievade) butu

vissliktaka un aprekina tam funkciju no n
(skat. 9.5).

4) Noverte §is funkcijas klasi izmantojot liela-O

notaciju.

6.2.1.2.1. Piemers (|a| = |b))

Vai ieejas virkne ir vienads skaits a un b7

Virzas no kreisas puses uz labo, aizstajot vienu

a un vienu b ar x;

Ja neatrod nedz a, nedz b, akcepte;

Ja neatrod vienu no a vai b, noraida;

Ja atrod gan a, gan b, virzas atpakal uz pirmo

simbolu un atkarto.

Kopejais solu skaits:

o Ne vairak ka (% +1)2n = n® + 2n soli.

o Ja n nav loti mazs, n? bus vairak neka 2n un
solu skaits O(n?).

6.2.2. Telpa/Vieta (SPACE)

6.2.2.1. SPACE Definicija (Precizs

modelis)

o leejas lente - =, ..., z,,, var tikai lasit.

e Darba lente — sakuma tuksa, var arl rakstit.

e S(zq,...,z,) —sSunu skaits, kas tiek apmekletas
uz darba lentes.

o S(N)=maxS(z,....,xy).



SPACE(f(N))
= {L | L var atrisinat ar Tjuringa
masinu, kurai S(IV) < Cf(N)}.

6.2.2.2. NSPACE Definicija
NSPACE(f(N))

= {L| L ir determineta M, visiem x, L(z) = M (z),

un M izmanto < ¢f(IN) $unas uz darba lentes}.

!  Savéa teorema

NSPACE(f(N)) C SPACE (f2(N))

6.2.2.3. LOGSPACE Definicija
LOGSPACE = SPACE (log N).

LOGSPACE C U, TIME(clsN) =
U, TIME (N°) = P

Labs mentalais modelis, lai pieraditu, ka algoritms
pieder LOGSPACE — ja var iztikt ar O(1) mainigo
daudzumu, kur katrs mainigais ir no 0 Iidz N vai

noteikts fiksetu vertibu skaits.

6.2.3. Laika-Telpas sakaribas
! Teorema
Ja f(n) > log N, tad
TIME(f(N)) C SPACE(f(N)) C

C | JTIME (/M)

Laiks O(f(IN)) — atmina O(f(N)).

6.2.4. Asimptotiskas augsanas
hierarhija

Sekojosas funkcijas pieaugums pie x — oc:

log(z) < r < 7 -log(r) < 2% < a® < 2! < 2°

o x: mainigais (parasti n).

o k: jebkurs vesels pozitivs skaitlis (k € N).

o a: reala konstante lielaka par 1 (a > 1).

So hierarhiju var izmantot intuicijai par to vai

funkcija pieder klasei sarezgitibas klasei, bet ka

pamatojums tas nederetu.
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€

x¢ ir iznemts lauka, lai nejauktu galvu

Source; Mathematics for Computer Science, 2018,

Eric Lehman, Google Inc.

7. Klase P
7.1. Definicija

Klase P ir problemu kopa, ko var atrisinat
ar deterministisku Tjuringa masinu polinomiala
laika.

« P={J TIME(n")

Citiem vardiem: problema pieder P, ja eksiste
deterministiska Tjuringa masima, kas to atrisina

O(n*) solos, kadai konstantei k.

Klase P tiek uzskatita par praktiski atrisinamo
problemu klasi. Visi sapratigie deterministiskie
skaitlosanas modeli ir polinomiali ekvivalenti

(vienu var simulét ar otru polinomiala laika).

7.2. Piemers (PATH)

e Dots grafs G un divas virsotnes u, v.

o Jautajums: vai eksiste cel$ no v uz v?

e Rupjais-speks: parbaudit visus celus —
eksponencials laiks.

o Efektivs algoritms: meklesana  plasuma
(breadth-first  search); laika  sarezgitiba:
oV +|E]).

7.3. Piemers (RELPRIME)

o Doti skaitli x, y (binara kodejuma).

e Jautajums: vai skaitli ir savstarpeji
pirmskaitli?

o Efektivs  algoritms: Eiklida  algoritms

(izmantojot mod); laika sarezgitiba: O(logn)
(jo katra iteracija skaitli butiski samazinas).
8. Klase NP

8.1. NP problemas
NP

(nedermineéti-polinomialas) problémas ir

problemas (2 ekvivalentas definicijas):

1) L € NP, ja eksiste parbaudes algoritms —
O(n°) laika Tjuringa masina M:
a) Ja L(x) =1, tad eksiste y: M(z,y) = 1.
b) Ja L(x) =0, tad visiem y: M(z,y) = 0.



c) Informacija y wvar saturét briwvi definétu
informaciju.
d) Parbaudes algoritma tas ir risinajums, ko

tas parbauda.

2) NP problemas L, ko var atrisinat ar

nedeterminetu masiu O(n°) laika.
Ekvivalence ir pieradita ar abpuseju
parveidojumu no parbauditaja uz nedet. TM un
atpakal.

8.2. NP-pilnas probemas un to

redukcijas
8.2.1. Polinomiala redukcija (< )

e A < B — A var atrisinat, noreducejot to uz B.
« A gl B, ja ir O(n®) laika algoritms (Tjuringa
m;gfza) P:
— M parveido A ieejas datus par B ieejas
datiem;
~ A(x) = B(M(x)).
8.2.2. NP-pilnigums
¢ A — NP-pilna, ja:
- A e NP;
— Ja B e NP, tad B <,y A.
8.2.3. 3-SAT problema

Vai formulai 3-CNF forma var piemeklet katra

mainiga vertibas ta, lai formula butu 1 (patiess).

8.2.4. CIRCUIT-SAT problema

Dota funkcija F'(z4,...,z,, ), kas sastav no vartiem

(AND, OR, NOT).

T3

Zy

p)
Figure 8.1: CIRCUIT-SAT visual
Vai var atrast mainigo vertibas ta lai gala izvade

butu 1 (patiess).
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8.2.5. CLIQUE problema
ACCV:(ICl=k)AV(u,veC): (u,v) € E)
Vardiski. Vai eksiste virsotnu kopa S lieluma k,
kura katra virsotne ir savienota ar katru otro no
kopas S.

8.2.6. IND-SET problema
ASCV:(|S|=k) A (V(u,v€S): (u,v) ¢ F)
Vardiski. Vai grafa G = (V, E) eksiste virsotnu
kopa S lieluma k, kura katra no virsotnem nav

savienota ar nevienu citu virsotni no Sis kopas.

8.2.7. LIN-INEQ problema

Vai dota linearu nevienadibu sistema ar binariem

mainigajiem ir atrisinama.

8.2.8. CIRCUIT-SAT <, 3-SAT

o Katram starprezultatam (kas nav pirmaja
ievade, i.e., xy, x4, .., x,) levie§ jaunus

mainigos y;.

formule atbilstosas

o Katriem vartiem

izteiksmes.
Piemers AND vartiem. Nosaucam ievades ka x, y

un izvadi ka z: z=x Ay

clylzlz=xAy?

0[0]O0[ja

001 (ne

0[1]0[ja

011 [ne

11010 ]ja

1101 |ne

1 (10 ]|ne

111]1]ja

Izveidojam pretrunas katrai rindai. Tas ir,

konjunkciju katrai rindai ar ,ne“.

Piemeram, 2. rindai (0,0,1): z Vy V —z.

Tad uzbuvejam konjunkciju vartiem:
(zVyV-z)A(zV-oyV-oz)A
AN(—zVyV-2z)A(—zV-yVz)

Veido konjunkciju no visiem vartiem shema. Ta

ka 3-SAT sagaida 3 mainigos katra iekava. Tiem,



kas satur 1 vai 2 (identitates varti un not varti
attiecigi), parveido tos par 3-CNF konjunkciju
pievienojot jaunu mainigo, kas viena formula ir
pozitivs un otra — negacija.

(xV=b)=(xV-bVa)A(xV-bV-a)

Analogiski iekavam ar vienu elementu. Rezultata
ir 3-CNF formula, ko var izmantot ar 3-SAT
algoritmu.

8.2.9. 3-SAT <, IND-SET

Katrai iekavai no formulas veido 3 virsotnes
(grafa komponenti), kas apzimeé mainigo (ar

NOT, ja ir negacija). Katra virsotne (literalis) no

komponentes ir sava starpa savienota ar parejam.

Starp pretrunigiem literaliem starp komponentem
pievieno skautni.

Piemers formulai (z VyV —2) A (mz VyV 2):

Figure 8.2: 3-SAT — INDSET visual
IND-SET(G,m)

izveidoto grafu un m ka iekavu skaitu originalaja

Tagad varam pielietot ar

formula.
8.2.10. IND-SET <, CLIQUE
e Veido grafa papildinajumu (komplementu)
G = (V,E):
E :={(u,v) € VxV|(u,v) ¢ E}

Vardiski. Jauns grafs G, kura ir visas virsotnes no
V, bet visas skautnes, kas ir G nav G’ un preteji

— visas Skautnes ka nav G ir G”.
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B
A G
C
B
Ae G papildinajums
C

Figure 8.3: Papildgrafa piemers

Ir speka sakariba INDSET(G, k) =
CLIQUE(G', k).
9. Extras
9.1. Logaritmu 1pasibas
Property Definition Example
Product log, mn = log, m + log, n log; 9 = logs 9 + logs x
Quotient log,, % = log, m —log, n log1 é =log: 4 —logi 5
15 1 1
Power logy mP = p - log, m log, 8 =z - log, 8
Equality Iflog, m = log, n, logg (3x — 4) = logg(5z + 2)
then m =n s0,3v —4 =b5x+2
Pow. to log alo8a(®) = g 2lo82(@) = g
9.2. Atvasinajumu tabula
Funkcija | Atvasinajums' | Piezimes
fl:n nl,nfl
e e’
a® a”1In(a) a>0
In(z) 1
T
log,, (x) 1
x1n(a)
1 1
T x2
1 n
oy o gt
Vi 1
2\/x
1 1
\/5 203

tJa x = g(x) (kompleksa funkcija), tad pie atvasinajuma
piereizina g(x)’.



9.3. Atvasinajumu 1pasibas

Rule Name | Function | Derivative
Summa f@)+g(@) | f(z)+g (x)
Starpiba flx)—g(x) | f'(z)— g (x)
Reizinajums | f(x)-g(z) | f'(z) - g(z) +
f(@)-g'(x)
9.4. Kapinajumu 1pasibas
Rule Name Formula
Reizinajums a™ - a® = g™t
Dalijums a™ o
an

Pakapes pakape (@™)" = a™n
Reizinajuma pakape | (a - b)™ = a™ - b™
Dalijuma pakape (a)m _a”

b b
0-pakape a’ =1
Negativa pakape J—— 1

am
Saikne ar sakni am = Ygm

9.5. Noderigas izteiksmes laika

analize

i@ n+1

L, 1)@+ 1)
=1 6
~ 3 _ (n(n+1)>
=1 2
n ) T‘n+1—1
r>1: a-r"=a-
— r—1

o
‘ a
T<1:ZCL-’/‘Z:
g 1—r

Z logi = log(n!) ~ nlogn —n + O(logn)
=1

zn: 2i — 2n+1 -
=0
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